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TNTRODUCTION,

Ce volume rassemble les exposés du séminaire de Grothendieck a 1'IHES de
1965/66, initialement distribués sous forme de notes miméographiées. Par rapport i
la version primitive, les seuls changements importants concernent 1'exposé II, qui
n'est pas reproduit, et 1'exposé III, qui a été entidrement récrit et augmenté d'un
appendice numéroté III B. A part quelques modifications de détail et additions de

notes de bas de page, les autres exposés ont été laissés tels quels.

Le coeur du séminaire est constitué par la formule de Lefschetz en coho-
mologie étale (III, III B, XII), et son application a 1'interprétation cohomologi-
que des fonctions L (XIV). Tous les résultats annoncés par Grothendieck dans son
exposé au séminaire Bourbaki [2] sont ici complétement démontrés. Les formules des
traces établies dans (III, III B, et XII), par des voies différentes, sont plus gé-
nérales qu'il n'est nécessaire pour prouver la seule rationalité des fonctions L .
Une démonstration de cette derniére, nettement plus courte, compléte, figure dans

1/2 Rapport), ofi est suivie la méthode de Grothendieck

1'exposé de Deligne (SGA 4
des exposés XII et XIV, mais débarrassée de toute généralité superflue. Nous espé-
rons toutefois que les formules de III, III B pourront servir dars d'autres situa-
tions. Quant au reste du séminaire, il se compose de deux exposés sur la théorie du

passage & la limite donnant naissance & la cohomologie {-adique (V,VI), et de divers

compléments au formalisme de dualité (I, VII) et a la formule de Lefschetz (VII, X).
Voici plus précisément quel est le contenu de ce volume.

L'exposé I est indépendant du reste du séminaire. Son résultat principal
est que, sur un schéma régulier vérifiant certaines hypoth2ses supplémentaires de
nature locale, et sous réserve qu'on dispose de la résolution des singularités et
du théoréme de pureté, le faisceau constant de valeur Z/nZ , pour n premier
aux caractéristiques résiduelles, est dualisant (I.3.4.1). Ce théoréme vaut notamment
pour les schémas réguliers excellents de caractéristique nulle, grace a Hironaka et

aux résultats d'Artin (SGA 4 XIX). Le cas d'un schéma régulier de dimension 1 est
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traité séparément, par une autre méthode, trés élémentaire (voir aussi (SGA 4
Dualité)). Signalons que, par un argument différent, n'utilisant ni résolution ni

1/2 Th, Finitude) que, si f : X —=> § est

pureté, Deligne démontre dans (SGA &
un schéma de type fini sur un schéma régulier de dimension O ou 1 , le complexe
f!(E/nZDS (n premier aux car, résiduelles) est dualisant. Mais on ignore si ce

résultat, plus utile que le théoréme de bidualité de 1'exposé I, qu'il recoupe sans

le contenir, s'étend au cas d'un schéma de base S excellent régulier de dimension

>1 .

Comme nous 1'avons dit plus haut, 1'exposé 1T, qui était intitulé "For-
mules de Kiinneth pour la cohomologie & supports quelcongues', ne figure pas dans
ce volume. R&digé par L. Illusie, d'aprés des notes manuscrites de Grothendieck, il
était consacré a des théorémes de propreté cohomologique et d'acyclicité locale ge-
nériques, mais ceux-ci n'étaient démontrés que sous des hypothéses de résolution.
Une démonstration des mémes résultats, sans ces hypothéses, obtenue depuis par

Deligne (8GA 41/2

Th., Finitude), a rendu inutile la publication de cet exposé. Cer-
tains compléments, concernant par exemple le cas des diviseurs & croisements normaux,
ont été incorporés dans un appendice & (loc. cit.). Ajoutons que des théorémes ana-

logues 2 ceux de (loc. cit.), pour le cas des faisceaux d'ensembles et de groupes

non commutatifs, sont démontrés dans 1'exposé de Mme Raynaud (SGA 1 XIII).

L'exposé III contient une démonstration de la formule de Lefschetz-Verdier
pour les correspondances cohomologiques entre complexes de faisceaux sur des sché-
mas de type fini sur un corps, et l'on montre, dans 1'exposé III B, comment 1'on
peut calculer les termes locaux de la formule dans certains cas, par exemple celui
de la correspondance de Frobenius sur les courbes. Nous renvoyoﬁs le lecteur aux

introductions des exposés III et IIT B pour plus de détails sur leur contenu.

L'exposé IV, par A. Grothendieck, consacré a la construction de la classe

de cohomologie associée & un cycle, a été rédigé par P. Deligne et publié dans

sca 4172



Aprés des préliminaires techniques, dans 1'exposé V, sur les systémes pro-
jectifs adiques, on définit, dans 1l'exposé VI, la notion de ZQl—faisceau construc-
rible (resp. constant tordu constructible, i.e. "lisse" dans la terminologie de

2
peligne ([17, (SGA 4t/

Arcata))), et 1'on étend aux Z{/—faisceaux constructibles,
par passage 2 la limite & partir des Z/&n’_faisceaux, le formalisme des images di-
rectes supérieures & éupports propres. L'exposé VI ne donne pas, cependant, de dé-
: L

finition d'une catégorie dérivée des Z{J—faisceaux, avec des opérations ®

RHem ,vprolongeant celles dont on dispose dans 1la catégorie dérivée des E/%n—
faisceaux, A fortiori, 1'extension aux Z{’—faisceaux du formalisme de dualité de
SGA 4 XVIII n'est pas envisagée. Cette question faisait 1'objét de la thése {non

publiée) de Jouanolou. Le lecteur pourra toutefois consulter le début de 1, on

i .
sont définis les Ext de Z 6 -faisceaux.

2

L'exposé VII, indépendant du reste du séminaire, est sans doute l'un des
plus intéressants. Il contient a) le calcul de la cohomologie de quelques variéfés
standard {(espaces affines, projectifs, variétés de drapeaux}, b) un exposé de la
théorie des classes de Chern en cohomologie étale, ¢) une démonstration de la "for-
mule de self-intersection" i%*ix = xcd(N) en cohomologie étale (resp. dans 1'an-
neau de Chow, démonstration due dans ce cas 3 Mumford) et diverses applications de

cette formule (calcul de la cohomologie des variétés éclatées, formule de Gauss-

Bonnet).

L'exposé VII contient des sorites sur les conditions de finitude dans les
catégories dérivées et les groupes de Grothendieck. Ces questions sont reprifes dans

un cadre plus général dans (SGA 6 I, IV).

'L'exposé IX, par J.-P. Serre, intitulé "Introduction & la théorie de
Brauer", a &été publié dans [4], et n'est pas reproduit dans ce volume. L'un de ses
principaux résultats (dfi 3 Swan), concernant 1'existence d'un module projectif ayant

" caractére de Swan'', est utilisé dans 1'exposé X , oh est dé-

pour caractére le
montrée une formule d'Euler-Poincaré pour un faisceau sur une courbe, lég2rement

plus générale que celle figurant dans 17exposé de Raynaud [3].



Vi

"L'exposé XI, rédigé par I. Bucur, n'existe pas, parce qu'il s'est perdu
dans un déménagement et que 1'auteur n'en avait pas de copie. I1 était consacré 3
la théorie de Grothendieck des traces commutatives, généralisant celle de Stallings
[5] . Une version plus sophistiquée de cette théorie, dans un cadre faisceautique,
est exposde dans (ITI B 5, 6), Des applications a des formules de Lefschetz sont
données dans les exposés XII et IIT B , La formule des traces de l'exposé XII est
démontrée indépendamment de la formule générale de 1'exposé III, mais 1'on montre
7dans (II1 B 6) que les termes locaux qui y figurent sont bien ceux de la formule

générale, et que cette derniére 1'implique.

L'absence de 1'exposé XIII n'est due qu'a une raison de numérctation
le contenu des exposés X a XII avait &té initialement prévu pour s'étendre sur

quatre exposes.

L'exposé XIV (parfois numéroté aussi XV) contient des généralités sur la
correspondance de Frobenius (avec, notamment, la comparaison entre Frobenius "géo-
métrique" et Frobenius "arithmétique"), et domne, & partir de la formule des traces
de 1'exposé XII (ou III B), la démonstration(de Grothendieck) de la rationalité
des fonctions L : les deux points importants sont la réduction au cas des courbes,

- ‘ N n
et le passage 4 la limite permettant de se ramener & une formule pour des Z/f -

faisceaux.

Lors du séminaire oral, Grothendieck avait fait un exposé des problemes
ouverts et énoncé quelques conjectures: Cet exposé, qui devait clore le séminaire,
n'a malheureusement pas &té rédigé, pas plus d'ailleurs que son trés bel exposé
introductif, qui passait en revue les formules d'Euler-Poincaré et de Lefschetz

dans divers contextes (topologique, analytique complexe, algébrique).

Je remercie P. Deligne de m'avoir convaincu de rédiger, dans une nouvelle
version de 1'exposé III, une démonstration de la formule de Lefschetz-Verdier, levant

ainsi 1'un des obstacles & la publication de ce sé&minaire. Je lui suis trés recon-

naissant des améliorations de rédaction qu'il m'a suggérées, et de 1'aide qu'il



Vi

m'a apportée dans la préparation de ce volume pour 1'éditeur. Je remercie épalement
Mme Liévremont, qui a effectué avec soin, et en un temps tré&s court, la frappe des

exposés 11T et 111 B.

Je ne puis terminer cette introduction sans rendre hommage 32 la mémoire
de I. Bucur, mort d'un cancer en septembre 1976, Ceux qui, comme moi, ont eu le
privilége de 1'avoir pour ami n'oublient pas sa gentillesse exquise, son humour

souriant, et le charme de sa conversation.

Paris, le 19 Février 1977

Luc Illusie
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COMPLEXES DUALISANTS

par A. GROTHENDIECK
{(rédaction de L. ILLUSIE)

Introduction

Cet exposé est consacré au théoréme de bidualité
en cohomologie étale. La théorie développée ici et dans SGA A XVIII
(SGA A = 8GA 4), pour la topologie étale et les faisceaux constructibles de
torsion sur les préschémas, est formellement trds anzlogue & celle développée
dens HARTSHORNE [H] pour la topologie de Zariski et les faiscesux cohérents:

cette dernitre lui a, dans une trés large mesure, servi de moddle. Mais, tandis

que dans le cas des coefficients "continus" 1'existence de complexes dualisants

ne présente pas de difficultés, dans le cas des coefficients "discrets", en

3.

revanche, elle est besucoup plus délicate & prouver, et il semble qu'elle re-

quidre de facon essentielle la résolution des singularités. Voir cependant le

théoreéme de bidualité de Deligne (SGA 41/2 Th. finitude 4.3.).
Le parsgraphe 1 contient la définition des complexes dualisants et

P
o+
-
0
g
.

les propriétés formelles qui en découlent, notamment l'interprétation des fonc—

teurs dualisants comme "échangeurs de.foncteurs.

Dans le paragraphe 2, on monire que, sur un préschéma localement

nocthérien connexe, un complexe dualisant est déterminé de manidre unigue, &

translation pr&s des degrés et tensorisation par un faisceau inversible.




Dans le paragraphe 3, on en vient au théordme central de
1'exposé (3.4.1.), qui assure que, sur un "bon" préschéme régulier X ,
par exemple un excellent préschéma noethérien régulier de caractéristique

nulle (1), le complexe (Z/n Z)X est dualisant,

Le parsgraphe 4 donne les applications de la théorie su théoreme
de dualité locale, Ce dernier exprime que l'on a, sur un "bon" préschéma X
muni d'un point fermé x de corps résiduel séparablement clos, et pour un
faisceau constructidle F , un accouplement parfait entre ﬂ}(F')X et
~i . . s
" X(F), ou F' est ledual de F, i. 6. F' =R Hom(F,KX), Al KX est un

complexe dualisant.

Enfin, dans le paragraphe 5, on prouve directement que sur un
préschéma régulier de dimension 1 le complexe (Zf/n Z)X egt dualisant

(n premier aux caractéristiques résiduslles).

(1) Cette dernigre restriction sera imutile une fois qu'on disposera de

la résolution des singularités & la Hirongka pour ces derniers, et

du "théoréme de pureté".



w

1. Définition et propriétds formeiles des complexes dualisants

On se fixe un ameau de ccefficients A=7 /ny. Si 'X eat un
préschéma, on note Ay le faisceau constent sur X, de valeur 4, et D{X)
la catégorie dérivée de celle des A -Modules. On note d'autre part DC(X)
1a sous-catégorie irisngulée pleine de D(X) formée des complexes F tels

we HYF) soit un A -Module constructible pour tout i . On pose
q

3 +*
D:(X) =D (D) oD (X), ob x=4 + =, oud.

Définition 1.1, : On dit qu'un AX-Module I est quasi-injectif si 1'on a

Bt (7,1) = 0

pour fout AX—Module constructible F et tout 1 > 0 .

Remargues 1.2. t a) Contrairement 3 ce qui se passe dans le cas des coeffi~

cients "continus" (cf.EH] I11.7.17), un faiscesu guasi-injectif n'est pas

en général injectif. Soit par exemple X = Spec(R), A =7Z /2 7 : le faiscean

AX est gquasi~injectif, mais n'est pas injectif, ni méme de dimension injec-
- 0 . . * * \

tive finie, puisque H (X ; AX) =H(Z/27Z; Z/27) est une algtbre de

polyndmes & un générateur de dimension 1.

b) Soit I un AX—Module quesi~-injectif. I1 est faux en général que la relation
_Eﬁi(F,I) = 0 pour i > 0 , valable pour F coﬁstmctible, soit valable pour
tout F. Prencns en effet A = IFE . Soient k un corps, % une cl8ture séparable
de k, £ : % = Spec(k) —> X = Spec(k) le morphisme canonique, et supposons
que, pour tout revéiecment étale commexe X' —» X , il existe un revétement
étale comnexe X" —> X' tel que [X" : X'] soit divisible par £ (prendre

par exemple k =1[J). Considérons la suite exacte



(%) 0 — Ly rdA — P —5 0
. Ay #f Ay

définie par la fleche d'adjonction § . Vu 1'hypothése, la section de

Extl(F,AX) définie par (*) ne s'annule au-dessus d'amcun U détale sur X,

donc Extl(Fa )— # 0. Or on vérifie trivialement que est quasi-injectif.
DXL i q

Proposition 1.3. (cf. EH] 1.7.6) : Soient X un préschéma et ¥ ¢ 7 . Conditions

équivalentes sur X ¢ ob D+(X) :

(i) K est isomorphe, dems D(X), & un complexe I & degrés bornés tel que I

s0it gquasi~-injectif pour tout i et nul pour i > N;

(ii) pour tout F € ob Dg(X) tel que Hi(F) =0 pour 140, ona

Ext (F,K) = 0 pour i N

(ii1) pour tout AX—Module constructible ¥ , on a Extl(F,K) = 0 pour i > N.

Preuve : (i) =5 (ii) Soient F ¢ ob D:(X) tel que Hi(F) =0 pour i< O,
et I¢ ob D+(X) & degrés bornés et tel que Ii soit quasi-injectif pour tout
i et nul pour i » N; montroms gue Egi?(F,I) =0 pour i > N. Raisonnant
par récurrence sur le nombre d'indices i tels que Ii % 0, on se raméne, par
dévissage, au cas ol N =0 et I est réduit au degré 0O . On a alors une

suite spectrale biréguligre
B2Y = metP(H7Y(p),1) = Bxt (F,I) .

Comme I est guasi-injectif, qu =0 pour p>0 et tout q, donc on a

ol
E

5 = Hom(H H(F),I) = Ext (F,I), d'ok la conclusion.

(i1) == (iii) est trivial.

(iii) ==> (1) On peut supposer K 2 degrés bornés inférieurement et 2



o

composantes injectives. L'hypothése, appliquée & F = A

o entraine que

Hl(K) =0 pour i > N . On peut donc remplacer K par un complexe isomorphe
X', & degrés bornés et tel que Xt soit injectif pour i ¢ ¥ et nul pour
i > N. On constate alors que K'N est quasi-injectif, ce gqui achéve la

démonstration.

Remarque 1.3.1. : Le rédacteur ignore si (1.3) est encore vraie lorsqulon

remplace, dans la condition (ii), 1'hypothdse " F £ ob DB(X)" par

"F € ob D:(X)".

Définition 1.4. ¢ On appeliera dimension guagi-injective de K , et on noters

dim.q.inj(X) la borne inférieure (dans ¥ ) des entiers N vérifiant les
conditions éguivalentes de (1.3).

Si K est de dimension quasi~injective finie, le foncteur
R Eon( ,K) : D(X) —> D(X) induit wn foncteur DO(X) —3 p°(x).

On verra plus bas que 81 X est lisse de dimension d sur un corps
k et n premier a la caractéristique de k, dim,q.inj(AX) = 24.
L'exemple de (1.2 a)) montre qu'un complexe de dimension quasi-injective finie

n'est pas nécessairement de dimension injective finie. On a cependant :

Proposition 1.,5. : Scoient X un préschéma localement noethérien et

K € ob D+(X). On suppose qu'il existe un entier N tel que cdl_(X).é N,
ot . est l'ensemble des diviseurs premiers de n (notation de SGAA X 1).

On a alors, pour N' ¢ Z
dim.q.inj(K) ¢ B =—> dim.inj(K) { ¥ + §' .,

On utilisera, dans la démonstration, le



Lemme 1.5.7. : Soit C une catégorie abélienne satisfaisant b (4B5) et possé-

dant une famille de générateurs (U.) . Soient X € ob D+(C) et

i‘di € X

N ¢ Z . Ceonditions équivalentes :

(1) dim.inj(K)g W

(ii) pour tout 1 £ I et tout gquotient P de Ui’ on a
Ext™(F,X) = 0 pour nh I .

Preuve : Il suffit de prouver (ii) == (i). Par un argument bien commu {cf.
par exemple[H] 1.7.6), on est ramend & montrer que si X' & oo{(C) est tel
que Extl(F,K') = 0 chague fois que ¥ est queotient d'un Ui, alors X!

est injectif. En d'autres termes, il s'agit de prouver que, si tout morphisme

d'un sous-objet V d'un Ui dans K' se prolonge a Ui , alors XK' egt injectif.

Mais cela résulte aussitdt de la démomstration du lemme 1 p. 136 de (Tohoku).

Preuve de (1.5) : Supposons dim.q.inj{X) ¢ N' et prouvons

dim.inj(K) £ N + N'. Coume la catégorie des Ay-Yodules admet comme généra~

teurs les AU,X ot U est étale de type fini sur X, il suffit, en vertu de
(1.5.1), de prouver que Exti(X;F,K) =0pour i) N+ N' quand F est quo-
tient d'un tel AU,X , done constructible (SGAA IX 2.9). Considérons la suite

spectrale

2% = BBt d(7,K)) = Bxt (G7,K) .
L'hypothese ed (X)¢ N (resp. dim.q.inj(K) ¢ N') implique 22 0 pour
SR . Qs £ 5

p>» N (resp. g > N'). Done qu =0 pour p+qg > N4N', d'oll la conclusion.




Remarque 1.5.2 : L'hypothese de (1.5) est vérifide (aveo N=2 d) si X est

un préschéma de type fini et de dimension & sur un corps k séparablement

clos, n étant premier & car(k) (SGa X 4).

Proposition 1.6 : Soient £ : X —3 Y un morphisme quasi~fini séparé de

. - +
préschémas noethériens, et K € 0ob D (Y). Alors, pour N € 2, on a

i
dim.q.inj(K) ¢ ¥ => dim.q.ini( B £(K)) v .

P

Preuve : D'aprés le "Main theorem" (EGA IV 8.12.6), il existe une factorisation
de fenf=uf', obh f' est une immersion ouverte et wuw un morphisme fini.

On alR !f = ﬂ?!f' H?!u, ce qui nous raméne 2 examiner séparément le cas d'une
jmtersion ouverte et d'un morphisme fini. Si f est une immersion ocuverte,
1'assertion est triviale (puisque tout faisceau constructible sur X est alors
induit par wn faisceau constructible sur Y). Supposons done que £ soit un
morphisme fini, et soit F wn AXfMOdule constructible.

On a alors les iscmorphismes de dualité (SGAA XVIII 3.1.9.6)
i ! i
£, Bxt (7, R2(K)) -~y Bxt (£,F,K)

Comne f,(F) est constructible (SGAA IX 2.14), il en résulte que, si
1 1
dir.g.inj(K) ¢ W, ona 7Bt (P, R £(K)})) = 0 pour i > N , donc

Bxt' (7, R'2(K)) = 0 pour i3> N (SGAA VIII 5.5), cqfd.

Soient maintenant X un préschéms, et K & ob D+(X). Notons QK
le foncteur RHom{ ,X). Nous allons définir, pour F & ob D(X) un homo-
morphisme fonctoriel F —3 Dy DT (ef. [H] V.1.2). La construction qui suit

vaudrait plus généralement sur un topos annelé. On peut d'abord supposer X



formé d'injectifs, ce qui permet "d!'&ter les R ". Le morphisme identigue

Hom(F,K} —> Hom(F,K) définit, par la formule chdre & Cartan, un homomor—
phisme F 8 EQQ(F,K) —> K, d'oly, par une deuxidme application de ladite,
un homomorphisme F —> Hom(Hom(F,K),K), qui est 1'homomorphisme annoncé,

et qu'on baptise homomorphisme canonigue. On dit que le couple (F,X) est

bidualissnt, ou satisfait & 1a bidualité, ou encore que P egt réflexif

D, F estun

relativement & K, si 1'homomorphisme canonique P — QK e

isomorphisme.

A partir de maintenant, tous les préschémas considérés seront,

gguf mention expresse du contraire, supposds localement noethériens.

Définition 1.7 : Soit X un préschéma. On dit qu'un complexe K € ob DT(X)

est dualisant si les conditions suivahtes sont vérifides :

(1) K est de dimension quasi-injective finie;

- ' +
. . ﬁ o
(ii) pour tout F £ ob DC(X), on a I_)K(F) £ ob DC(X) ;

(iii) tout F & ob D];(X) est réflexif relativement 3 X .

Remarques 1.8 : a) Par un dévissage standard (tronquer F et utiliser le fait

que DG(X) est triangulée), on voit que la condition (ii) équivaut 2

(ii bis) : pour tout AX—Module constructible P et tout 1€ 2,

Extl(F,K) est constructible.

b) La condition (ii bis) implique K& ob D:(X). Contrairement & 1'exemple des
faisceaux cohérents (EGA OIII 12.3.3), la réciproque n'est peut-&tre pas sutoma—
tiguement vérifide. Elle 1'est cependant (voir n® 3) dans les "bons" cas, par

exemple lorsqu'on dispose sur X de la résolution des singularités et de la



pureté en particulier si X est un excellent préschéma de caractéristique

nulle),

¢) Par dévissege sur F, on voit que la condition (iii) équivaut & (iii bis) ;

tout AX—Module constructible ;F est réflexif relativement & K.

d) Si K £ ob pT(X) vérifie (i) et (ii) (resp. est dualisant), le foncteur

Dy induit un foncteur {resp. une équivalence de catégories) (DE(X))O -3 DZ(X).

e) Si K € ob D'(X) est de dimension injective finie (cf. 1.5.2) et vérifie

(ii), alors, pour tout F & ob DC(X), on a Q_K(F) £ Dc(x), et D, induit

un foncteur (DZ(X))O —> D;(X).
Si en cutre K est dualisent, tout F € ob DC(X) est réflexif relativement &

X, et QK induit des dquivalences de catégories

e, I3

(0 (%))° 25 1 (%),(07(1))° &3 (%), (D(X))° Xy D(X). On ignore si
cette conclusion reste valable sans la restriction que X soit de dimension

injective finie.

Abordons. maintenant les "formules d'échange".

Nous ne reviendrons pas sur la notion de tor-dimension d'un complexe
(SGAA XVII 4.1.9) (). Retenons seulement que si X est un préschéms et
G £ ob D(X), 1a relation Tor.(F,G) =0 pour i» N et tout Ay-Module F
dquivaut & la méme avec F constructible (gréce 2 SGAA IX 2.9. et 2 la commu-~
L
tativité de € aux limites inductives), donc qu'il n'y a pas & introduire de

notion de "quasi-tor-dimension" !

(%) , ,
Voir aussi (8GA 6 I 5).
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Lemme 1.9 (cf. [E] II 4.3) : a) Soient X un préschéme, ¥ € ob D (X),
G & ob D;(X). ma FPHG £ ob DC(X) si F & ob D;(X) ou si G est de tor-

dimension finie.

b) Soient f : X —> Y un morphisme de préschémes, et G € ob DO(Y).

*
flors, f (G) & ob DC(X).

Preuve : L'assertion b) résulte trivialement de (SGa4 IX 2.4).
Prouvons a). L'une ou l'autre des hypothdses sur (F,G) implique quela suite

gpectrale

O q q
qu’:‘z Tor_p(H 1(F),H 2(G)) = H*(F & G)
A F A= e

est birdgulidre. On est donc ramené & prouver a) quend F et ¢ sont réduits
au degré 0, i.e. sont des AX-Modules constrﬁctibles. La question étant

locale, on peubt supposer X noethérien; F admet alors (SGas IX 2.7) une
résolution gauche -F', ou les F'i sont de la forme AU,X , avec U étale

et de type fini sur X. Ona F % G 2 F' 8 G, et 1'on gagne car les AU X & G
H

sont constructibles.

Notation 1.10.: Si X est un préschéma, nous désignerons par

pY(x)

e orf ) 1la sous-catégorie pleine de D(X) formée des

b
{resp. D (X)qinjf

objets de tor-dimension finie (resp. de dimension quasi-injective finie).

. +
Proposition 1.11 (ef. [H] V 2.6) : Soient X un préschéma et K € ob D (X).

a) Pour F & ob D(X) et G € obD7(X) (resp. ¥ & b D(X) et G & ob Db(X)torf)’

il existe un isomorphisme fonctoriel

D

D(F B €) <5 Riow(r , D(e) .
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b) 8i K satisfait aux conditions (i) et (ii) de (1.7), on a 1'implication
¢ & ob D(X) =5 D) € ob DXX) . .. et D,(G) satisfait
¢’ torf =X ¢’ “ginjf =X

2 (1.7, (id)).

¢) 81 K est duslisent, il existe, pour F £ ob D::(X) et G & ob D:(X)

b b
(resp. P € ~b D(X), G € ob DC(X) et gK(G) € ob DC(X)torf) m
isomorphisme fonctoriel
~S
DF BD.(0)) > F Hom(F,¢) .

On a en outre 1'implication

p.(¢) & ob DY) ==3 G & ob D(X) et G satisfait

X - ¢ torf ¢ 'qingf

a (1.7, (dii).

d) 88 X est dualisant et de dimension injective finie, les implications

de b) et ¢) sont des équivalences.

Preuve : a) n'est autre que la formule d'adjonction chdre & Cartan

(SGA 6 I 7.4).

b) Soit G & ob Dz(X) . 81 F est un AXfModule constructible variable,

torf
les objets de cohcmologie de F é G sont constructibles (1.9), et nuls en

dehors de deux bornes fixes indépendentes de F. Denc il en est de méme des

objets de cchomologle de QK(F é G),et 1l'on gagne grice A a).

¢) La premidre assertion résulte de la formule a) appliquée & QK(G) au lieu
de G, et de la réflexivité de G. La seconde s'en déduit par un raisomnement

analogue & b).
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d4) Prouvons per exemple 1'implication réeiprogue de b). Supposons que

et que QK(G) satisfait & (1.7.(ii)).

v b
DA(e) € ob Dc(zﬂq

injf
Alors, pour F constructible variable, les objets de cchomologie de

QK(F & G) sont constructibles et nuls en dehors de deux bormes fixes.

Donc il en est de mbme des objets de cohomologie de QKQK(F & @), mais

P g [N QKQK(F o) puisque X est dualisant et de dimension injective

finie (1.8 4)), done G est de tor-dimension finie. L'implication réciproque

de c) se dédmontre de manidre analogue.

Remargues 1,11.1 a) Le rédacteur ignore si 1'assertion d) de (1.711) est

valable sous la seule hypothése que K =soit dualisant.

b} On traduit la proposition pfécédente de manidre imagée en disant que
le foncteur dualisant EK échange les foncteurs é et IR Hom, ainsi que
les notions de tor-dimension finie et de dimension quasi~injective finie,

(l’échange n'étant d'ailleurs tout & fait satisfaisant que lorsque K est

de dimension injective finie).

Propogition 1,12 : Soient Y un préschéma noethérien, f ¢ X —> ¥ un mor-

phisme de type fini, K € ob D+(Y). Supposons n premier aux caractéristiques

résiduelles de ¥ , et posons Ky = ]R!f(KY) (8Gas XVIII 3.1),

x

Nl
i

a) I1 existe, pour F & ob D7(X), un isomorphisme fonctoriel

(1) Rf, _JQ_X(F) AN D, ]R!f(F) .
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(1)

Si en outre K, et K, sont dualisants , i1 existe, pour P £ ob DE(X),

un isomorphisme fonctoriel
(11) R, (F) =5 Do RE(F) .

b) Il existe, pour Fe D;(Y), un iscomorphisme fonctoriel (2)

! o *o
(i) R fQY(F) oy p_Xf(r) .
Si en outre K, et K. sont dualisants (1), il existe, pour F & DE(Y), un

isomorphisme fonctoriel

# !
(i1) £ Dy F s D REP

Preuve : a) (i) n'est autre que 1'isomorphisme de dualité (SGAA XVIIT 3.1.9.6)

a) (ii) s'obtient en appliquant QY aux deux membres de a) (i) derit pour
1targument Qﬁ?’ et utilisant le "th. de finitude" (SGas XVII 5.3.6)

qui assure que TR f(QX(F)) € ob DC(Y).
b) (i) n'est autre que la "formule d'induction" (SGAA XVIII 3.1.12.2).

b) (ii) s'obtient en appliquant D, aux deux membres de b) (i) écrit pour

1'argument D.F , et utilisant (1.9. v)).

Scholie : On peut dire, de maniére imagée, que les foncteurs dualisants

(1) On verra plus bas gue, sous des conditions sssez générales, Kﬁ duali-~
sent implique KX dualisant.

(2) Si le foncteur R'f est de dimension cchomologique finie, ce qui est le
cas par exemple lorsque Y est de type fini sur un corps {SG4A X 4.3.
et XVIIT 3.1.7), 1tisomorphisme b)(i) est valable pour
T € ob DC(Y).
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QX et QY échangent les notions d'image directe (resp. inverse) habituelle et

. * 1
inhabituelle : Rfx et R,f (resp. £ et R 'f).

Corollaire 1.13 : Sous les hypothdses de 1.12, supposons en outre f propre, et

soit F € ob D (X). 5i (F,Ky) est bidualisant, (RfF,K/ ) est bidualisant.
Inversement, si f est fini, et si (Rf,F, KY) est bidualisant, (F,KX) est

bidualisant.

Preuve : Supposons (FQKX) bidualisant. Appliquant Rf, & 1'isomorphisme

canonique P % Q; F, il vient :

Rf,F 22 Rf D D F

* 2% =%
2 DyRE, D P (par a) (1))
2y Dy DA, T (par a) (1)) .

Le lecteur courageux se persuadera que 1'isomorphisme obtenu est
le canonigque, ce qui démontre(ra) la premidére assertion,
Supposons maintenant £ fini, et (f*F,IgI) bidualisant (Rf, = £, , £ étant
fini), et prouvons que le morphisme canonique F -3 2§ P est un isomor—
phisme., Par le lemme 1.14 a) ci~dessous, il suffit de montrer que le morphisme
qui s'en déduit T ~—> 1, Q; F est un isomorphisme. Mais, par une double

application de a) (i), "on se persuade" que ce dernier n'est autre que 1'iso-

morphisme canonigue f.F —- 2; £, F, ce qui achéve la démonstration.

Lemme 1.14 : Soit f : X —3 Y un morphisme fini de préschémas.

a) Soit u : F —> G une fldche de D(X). Pour que u soit un isomorphisme,

il faut et il suffit que f,u le soit.





































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































